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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СВЕРХЗВУКОВОГО ФЛАТТЕРА ПЛАСТИНЫ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ТОЧНОЙ АЭРОДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

В классических исследованиях панельного флаттера обычно используется предположение о
том, что давление газа, действующее на пластину, может быть рассчитано с помощью поршне#
вой теории – приближения точной при больших числах Маха. Потеря устойчивости, обнаружи#
ваемая в этих исследованиях, имеет “связанный” тип, когда происходит взаимодействие двух
мод колебаний. Недавно с помощью асимптотических методов был обнаружен другой тип поте#
ри устойчивости – одномодовый, который не может быть получен при использовании поршне#
вой теории. В настоящей работе этот тип потери устойчивости исследуется численно с помо#
щью метода Бубнова–Галеркина. 

Ключевые слова: панельный флаттер, флаттер пластины, высокочастотный флаттер, одномо#
довый флаттер, флаттер с одной степенью свободы. 

Изучению панельного флаттера – колебательной потери устойчивости панелей об#
шивки летательных аппаратов, представляющих собой плоские пластины или пологие
оболочки, – посвящено огромное количество работ (например, [1–6]). В подавляю#
щем большинстве работ используется “поршневая теория”, – приближение точного
выражения для давления, действующего на колеблющуюся пластину, при больших
числах Маха. При этом все усложнения, такие как нелинейность, неоднородность,
сложная геометрия пластины в плане, обычно вводятся только в “упругую” часть за#
дачи. 

При сравнении результатов расчетов по поршневой теории с экспериментами об#
наруживается очень хорошее совпадение при числах Маха, превышающих  [1].
При уменьшении числа Маха различие между теорией и экспериментом сильно уве#
личивается. Для объяснения этого эффекта высказывались различные предположе#
ния [3, 4], в частности потеря точности поршневой теории и возникновение “флатте#
ра с одной степенью свободы” [7], или одномодового флаттера, когда потеря устойчи#
вости происходит по одной моде колебаний без взаимодействия между модами (в
отличие от того, что получается при исследовании по поршневой теории [8, 9]). Одна#
ко, несмотря на отдельные работы [10–12], систематического изучения панельного
флаттера при низких сверхвуковых числах Маха в литературе нет. 

Недавно с помощью асимптотических методов одномодовый флаттер был обнару#
жен аналитически (в этих работах он назван “высокочастотным флаттером”) [13–15],
поэтому интересно исследовать возможность возникновения этого типа флаттера чис#
ленно, с использованием точной аэродинамической теории при низких сверхзвуко#
вых числах Маха, когда поршневая теория неприменима. 

1. Постановка задачи. Рассматривается плоская упругая пластина, обтекаемая с од#
ной стороны плоскопараллельным сверхзвуковым потоком невязкого совершенного
газа. С другой стороны к пластине приложено постоянное давление, уравновешиваю#
щее ее (фиг. 1). Пластина вмонтирована в абсолютно жесткую плоскость, отделяющую
поток газа от области постоянного давления. 
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Задачу будем рассматривать в двумерной постановке, пластину – считать имеющей
в плане форму полосы, натекание – перпендикулярным кромкам. Предположим, что

пластина совершает колебательное движение с прогибом   – ком#
плексная частота (прогиб считается отнесенным к толщине). Тогда безразмерное
уравнение движения пластины в потоке газа записывается так:

(1.1)

Давление  найденное из линеаризованной теории потенциального течения
газа, имеет вид [1, § 4.7]

или, преобразуя 

(1.2)

Безразмерные параметры выражаются через размерные так:

Здесь E, ν,  – модуль Юнга, коэффициент Пуассона и плотность материала пла#

стины,  и  – ее ширина и толщина, ,  и  – скорость, плотность и скорость

звука газа. Параметры  и  – это безразмерная жесткость и ширина пластины,  и
 – число Маха и безразмерная плотность газа. 
Пластина занимает область 0 ≤ x ≤ L, на кромках заданы условия шарнирного опи#

рания 

(1.3)
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Фиг. 1. Общий вид рассматриваемой системы 
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Задача (1.1)–(1.3) представляет собой задачу на собственные значения относитель#
но комплексной частоты ω. Система неустойчива в том и только в том случае, когда

хотя бы одна из собственных частот  лежит в верхней полуплоскости комплексной

плоскости: 

В дальнейшем для сравнения с точным выражением для давления (1.2) вычисления
будут проводиться и по поршневой теории, которая имеет вид 

(1.4)

и, как видно, получается из точного выражения (1.2) отбрасыванием интегрального
слагаемого. 

2. Численный метод. Задачу на собственные значения будем решать методом Бубно#
ва–Галеркина. В качестве базисных функций выберем формы колебаний пластины в
вакууме и представим приближенное решение в виде 

Здесь  – неизвестные постоянные коэффициенты. Подставляя это выражение

в (1.1), умножая последовательно на   и интегрируя от  до L, получа#

ем однородную систему линейных алгебраических уравнений относительно  с мат#
рицей 

Здесь  – диагональная матрица жесткости с коэффициентами 

   – матрица аэродинамических сил с коэффициентами 

(2.1)

Здесь  – единичная матрица. Уравнение для определения собственных значений
имеет вид 

(2.2)
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фициенты  за исключением  возьмем такими же, как у матрицы . Коэф#

фициент  вычислим по формуле 

где  и  – соответствующие коэффициенты матриц  и . Уравнением для вы#

числения #го приближения  является 

Оно, очевидно, линейно относительно  Из двух значений  берется лежа#

щее в правой полуплоскости комплексной плоскости:  

Итерации для вычисления  продолжаются, пока не выполнено условие 

После достижения сходимости проверяется выполнение условия  В

расчетах брались значения   

Внутри каждой итерации численно рассчитывается только матрица  Каждый

коэффициент  требует вычисления двух вложенных интегралов: внутреннего

из (1.2) и внешнего из (2.1). Внутренний интеграл вычисляется методом Симпсона,
внешний – методом трапеций. 

Расчеты проводились с использованием пяти базисных функций (N = 5). На фиг. 2
для примера показана сходимость численного метода при увеличении числа базисных
функций, откуда видно, что пяти функций вполне достаточно для вычисления соб#
ственных частот с приемлемой точностью. 
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3. Результаты вычислений при M ≥ 1.5. Все расчеты проводятся для стальной пласти#

ны, обтекаемой потоком воздуха (E = 2 ⋅ 1011 Н/м2,  a = 300 м/с, ρ = 1 кг/м3,

ρm = 8500 кг/м3). Соответствующие безразмерные параметры равны 

Рассмотрим результаты расчетов по точной теории. Фиксируем ширину пластины

 и число Маха  Все собственные частоты лежат в нижней полуплос#
кости (фиг. 3), и положение пластины устойчиво. Будем увеличивать число Маха, за#
фиксировав все остальные параметры. Первые две собственные частоты сближаются,

и при  почти сливаются. При дальнейшем увеличении  они расходятся в
направлениях, перпендикулярных своим траекториям до слияния: первая частота

движется вверх, вторая – вниз почти параллельно мнимой оси ω. При  т.е.
практически сразу после слияния, первая частота пересекает вещественную ось и пе#
ремещается в верхнюю полуплоскость – положение пластины становится неустойчи#
вым. Возникает “связанный” флаттер пластины, возникающий из#за взаимодействия
двух низших собственных частот через аэродинамическую связь. При этом третья и

более высокие собственные частоты в диапазоне  меняются слабо и их
движение в комплексной плоскости не приводит к неустойчивости. 

На фиг. 3 пунктирной линией показаны те же траектории движения собственных
частот в комплексной плоскости, но вычисленные с использованием поршневой тео#

рии вместо точной. Как видно, в диапазоне  частоты, вычисленные по точной
и поршневой теориям, весьма близки. Потеря устойчивости после слияния частот по

“связанному” типу происходит при  т.е. критическое число Маха практиче#

ски совпадает с точным. При дальнейшем увеличении  различие собственных ча#
стот, вычисленных по точной и поршневой теориям, практически исчезает, что еще
раз подтверждает то, что поршневая теория, будучи намного проще точной, хорошо
работает при больших M. 

4. Результаты вычислений при  Будем уменьшать число Маха от 1.5 до 1.05,
считая остальные параметры фиксированными. Как видно на фиг. 4, при некото#
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Фиг. 3. Траектории движения первых четырех собственных частот в комплексной
плоскости при     1, 2 – частоты при
M = 1.5, 2.7, 3 – частоты в вакууме. Сплошные линии – расчет по точной теории,
пунктирные – по поршневой
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ром  #я собственная частота перемещаются в верхнюю полуплоскость, резуль#

таты расчета  приведены ниже

При этом они не сближаются друг с другом, т.е. не происходит взаимодействия двух
мод колебаний, которое наблюдается при связанном типе флаттера. Таким образом,
эта неустойчивость является флаттером с одной степенью свободы [7], или, другими
словами, одномодовым флаттером. 

При дальнейшем уменьшении  инкремент колебаний каждой из мод достигает

максимума и затем начинает уменьшаться. При некотором  он вновь стано#

вится отрицательным, а соответствующая мода – затухающей (результаты расчета

 приведены выше). Таким образом, каждая из четырех исследуемых мод в диапа#

зоне  находится в зоне одномодовой неустойчивости. 

Результаты вычислений по поршневой теории при  показанные на фиг. 4
пунктирной линией, резко отличаются от результатов по точной теории. Во#первых,
одномодовый флаттер по поршневой теории вообще не наблюдается. Вплоть до

 все частоты лежат в нижней полуплоскости. При  возникает
флаттер связанного типа между 1#й и 2#й модами, однако в действительности он не#
физичен. Действительно, флаттер связанного типа возникает, когда коэффициент

 при  в формуле (1.4) становится большим. Это происходит как

при достаточно большом числе Маха (полученный выше флаттер при  так
и при M, близких к 1.
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То, что при M, близких к 1, поршневая теория становится количественно неверной,
было известно и ранее, но, как показывают представленные выше расчеты по точной
теории, она становится качественно неверной: она “не видит” одномодового флатте#
ра, который возникает в действительности, и дает еще одну область неустойчивости
связанного типа, которой на самом деле нет. 

5. Сравнение численных и асимптотических результатов при меняющемся M. Между
результатами расчетов, в которых обнаруживаются два типа потери устойчивости –
связанный и одномодовый, прослеживается связь с результатами работы [13], где оба
типа флаттера (названные там “низкочастотным” и “высокочастотным”) были иссле#
дованы аналитически с помощью асимптотического метода глобальной неустойчиво#
сти. Особенно нагляден метод вычисления собственных частот, лежащих близко к об#
ласти одномодовой неустойчивости. Рассмотрим его. 

В [13] было показано, что при достаточно большой ширине пластины L собствен#

ные частоты пластины в потоке газа лежат вблизи кривой  в комплексной плоско#

сти ω, причем эта кривая зависит от параметров M, µ,  и не зависит от  (фиг. 5).
Предполагая, что влияние газа на абсолютное значение собственных частот невелико

(так как  и  получаем следующий графический метод вычисления

собственных частот. Нанесем на комплексную плоскость кривую  и отметим на ве#
щественной оси собственные частоты пластины в вакууме. Тогда собственные частоты

пластины в потоке получаются проекцией собственных частот в вакууме на  вдоль

прямых  (фиг. 5). 
Отсюда следует поведение траекторий, описываемых частотами, при изменении

параметров задачи. При изменении числа Маха M частоты пластины в вакууме не ме#

няются, а кривая  меняется, причем сдвигаются и границы диапазона

 в котором  лежит в верхней полуплоскости [13]

Значение  приведено с порядком точности  значение  положительно

при  при  кривая  лежит в верхней полуплоскости на всем отрезке
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В результате получаем следующую картину. При достаточно больших  имеем:

 и #я мода является затухающей. При уменьшении  точки  ω* дви#

жутся влево, при  (которое находится из условия  становится

положительным, достигает максимума, уменьшается, и при  (которое нахо#

дится из условия  снова становится отрицательным. Такое же поведение на#

блюдалось выше в численных результатах при  

Результаты расчета  и  из асимптотической теории приведены ниже

При слишком больших M, когда  предположение о малом изменении
 при изменении M становится неверным. Связь различных мод пластины через

поток газа становится сильной, частоты при увеличении M сближаются, и возникает
флаттер связанного типа. 

6. Сравнение численных и асимптотических результатов при меняющемся L. Особенно
простым будет поведение собственных частот пластины в потоке, вытекающее из
асимптотической теории при фиксированных D, M,  и меняющемся L. Действи#

тельно, положение  на комплексной плоскости в этом случае фиксировано, а часто#
ты пластины в вакууме меняются. Отюда следует, что траектории движения всех ча#
стот совпадают и представляют собой Ω. 

На фиг. 6 представлены результаты расчета траекторий движения собственных ча#

стот (точная аэродинамическая теория) при фиксированных параметрах 

  и  и меняющемся L. Результаты расчета по асимптотиче#

ской теории дают при    что означает, что  ле#

жит в верхней полуплоскости в диапазоне  Аналогичные результаты

при    т.е.  лежит в верхней полуплоскости в

диапазоне  Как видно из фиг. 6, при  асимптотические

результаты дают близкие к численным величины ω*, ω** для всех мод, при  –
начиная с n = 4.

Однако, несмотря на относительную близость асимптотических границ устойчиво#
сти к численным, сами траектории движения (т.е. инкременты усиления колебаний)

далеки от асимптотических. В частности, величина  (фиг. 5), найденная из асимп#

тотической теории, равна  при  и  при  Как видно,
эта величина примерно в 1.85 раза выше полученной численно по точной теории при

 и в 8.75 раз – при  Такое несовпадение объясняется следующим.
Асимптотические решения [13] строились в виде линейной комбинации волн, бегу#
щих по воображаемой безграничной пластине. В результате были удовлетворены все
граничные условия задачи, кроме условия непротекания на абсолютно жесткой плос#

кости при  В результате значения давления, вычисленные по асимптотической
и по точной теориям, в окрестности передней кромки пластины сильно различаются,

что и объясняет сильное различие  В то же время, как показывают расчеты, влия#

n 1 2 3 4

1.05 1.10 1.15 1.20

1.42 1.43 1.44 1.46

M

ω < ω0 **n n M ω**,

=

**
nM M ω = ω ω0 **)Imn

=

*
nM M

ω = ω0 *)n

< .1 5.M

**
nM *

nM

*
nM

**
nM

ω ω�0 **,n

ωRe n

µ

Ω

= .23 9,D
−

µ = . ⋅
41 2 10 , = .1 2M .1 5

= .1 2 :M ω ≈ .* 0 0082, ω = − .** 0 0327, Ω

< ω < .0 R e 0 0082.

= .1 5 :M ω ≈ .* 0 0511, ω = .** 0 0179, Ω

. < ω < .0 0179 Re 0 0511. = .1 2M

= .1 5M

δmax

.0 00037 = .1 2,M .0 00035 = .1 5.M

= .1 2,M = .1 5.M

< 0.x

δmax.



177Изв. РАН. Механика жидкости и газа, № 2, 2009

ние этих различий на сам факт неустойчивости и ее границы намного слабее, и при

малых  ими можно пренебречь. 
Заключение. Проведено численное исследование поведения собственных частот ко#

лебаний пластины в сверхзвуковом потоке газа при различных параметрах задачи. Для
давления газа использована точная и поршневая теории. 

При использовании точной теории при низких сверхзвуковых числах Маха по низ#
шим модам возникает одномодовый флаттер, который не может быть обнаружен с по#
мощью поршневой теории. Границы устойчивости этого типа флаттера хорошо опи#
сываются асимптотическими результатами, полученными ранее. В то же время инкре#
менты усиления колебаний, получаемые из асимптотической теории, завышены. 

При более высоких числах Маха возникает флаттер связанного типа. Его границы
устойчивости, полученные по точной и поршневой теориям, практически совпадают. 

Работа поддержана грантом РФФИ (08#01#00618) и грантом Президента РФ под#
держки ведущих научных школ (НШ#1959.2008.1). 
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