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ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОМОДОВОГО ФЛАТТЕРА ПЛАСТИН 
РАЗЛИЧНОЙ ФОРМЫ ПРИ МАЛОЙ СВЕРХЗВУКОВОЙ СКОРОСТИ 

Ф. А. АБДУХАКИМОВ,  В. В. ВЕДЕНЕЕВ 

Одномодовый флаттер — один из типов панельного флаттера, который возникает при 
малой сверхзвуковой скорости без взаимодействия между модами колебания. В работе 
исследуется одномодовый флаттер тонких упругих пластин различной формы, которые обте-
каются с одной стороны потоком совершенного идеального газа. При исследовании применя-
ется энергетический метод. Рассмотрены пластины в форме прямоугольника, трапеции и 
параллелограмма. Получено, что для трапециевидных пластин, по сравнению с прямоуголь-
ными, границы флаттера изменяются незначительно. Для пластин в форме параллелограмма 
показано, что даже при малом угле скоса значительно повышается аэроупругая устойчивость. 

Ключевые слова: панельный флаттер, одномодовый флаттер, одностепенной флаттер, 
флаттер пластины. 

ВВЕДЕНИЕ 

Панельный флаттер — явление потери устойчивости и интенсивных вибраций панелей об-
шивок летательных аппаратов, возбуждающихся при взаимодействии с потоком воздуха при 
больших скоростях полета. Обычно панельный флаттер приводит не к немедленному разруше-
нию летательного аппарата, а к накоплению усталостных повреждений панелей или повышенно-
му уровню шума, снижение которого возможно лишь дополнительным демпфированием панелей 
или использованием специальных шумопоглощающих материалов [1].  

Существует два типа панельного флаттера. Первый из них, связанный флаттер, обусловлен 
взаимодействием двух собственных мод колебания. Данный тип панельного флаттера детально 
изучен с применением поршневой теории. При втором типе, одномодовом флаттере, не происходит 

слияния собственных частот и существенного 
изменения формы колебания. Одномодовый 
флаттер возникает при малой сверхзвуковой 
скорости, где поршневая теория неприменима, 
и поэтому необходимо использовать более слож-
ные аэродинамические модели. Ранее счита-
лось, что данный тип флаттера не может воз-
никнуть в реальных конструкциях из-за его 
подавления конструкционным демпфированием, 
но последние исследования [2] доказывают воз-
можность его возникновения. 

Важной задачей является поиск способов 
подавления одномодового флаттера. В работе [3] 
исследовалось влияние конструкционного демп-
фирования на флаттер пластин. Было показано, 
что при учете демпфирования увеличивается  
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Рис. 1. Схематичное расположение панели обшивки на поверхности крыла  
летательного аппарата (вид сверху) 

длина пластины, а также уменьшается диапазон чисел Маха (М), при которых возникает флаттер. 
Однако для длинных пластин и пластин, созданных из легких материалов, уровень демпфирова-
ния, необходимый для подавления флаттера, настолько высок, что для его получения необходимы 
дополнительные демпфирующие механизмы.  

Цель настоящей работы — исследовать возможность подавления одномодового флаттера 
путем придания панелям обшивок летательных аппаратов сложной формы. Другие факторы,  
в том числе влияние пограничного слоя, специально не учитываются для того, чтобы выделить 
влияние только данного фактора. Отметим, что флаттер пластины с учетом пограничного слоя 
исследуется в работах [4 — 10], где показано, что в ряде случаев он может эффективно подавлять 
флаттер.  

Так как рассматривается отдельная панель обшивки, составляющая часть поверхности кры-
ла (рис. 1), то предполагается, что скачок уплотнения перед ней не образуется и поток перед 
панелью локально однородный. При этом скачок уплотнения перед крылом не имеет значения 
в рассматриваемой локальной постановке задачи.  

В данном исследовании применяется энергетический метод [11]. При возникновении одно-
модового флаттера потеря устойчивости происходит без взаимодействия между модами [2, 3], 
и для прогноза флаттера необходимо только определить аэродинамическое демпфирование каждой 
формы колебания. Его вычисление — чисто аэродинамическая задача. Таким образом, задачи 
теории упругости и аэродинамики разделяются: сначала рассчитываются собственные частоты 
и формы колебания панелей в пустоте, затем вычисляется аэродинамическое демпфирование 
каждой формы в предположении, что в пустоте и в потоке они совпадают. Описанный метод 
также применим для прогнозирования флаттера лопаток компрессоров газотурбинных двигате-
лей и ряда других конструкций, динамические свойства которых под воздействием потока меня-
ются незначительно [12, 13].  

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Исследуется устойчивость тонкой упругой пластины, одна сторона которой обтекается од-
нородным сверхзвуковым потоком идеального совершенного газа (рис. 2). Рассматриваются оди-
ночные пластины, имеющие форму прямоугольника, трапеции и параллелограмма, шарнирно 
опертые по всем краям. Также рассматриваются бесконечные серии прямоугольных пластин, 
шарнирно связанных друг с другом, передние и задние кромки которых также шарнирно оперты.  

Настоящая работа описывает метод расчета одномодового флаттера, апробированный [11] 
на двумерной задаче и показавший свою эффективность. При данном виде флаттера влияние по-
тока газа на форму колебания пластины мало и сводится лишь к аэродинамическому демпфиро-
ванию, положительному или отрицательному. Этот метод верифицируется на задаче о флаттере 
серии связанных шарнирно пластин, для которой известны результаты расчета флаттера в точной 
постановке [14], и затем применяется к расчету одиночных пластин различных форм. 

Так как вещественная часть частоты и форма колебания известны из расчета колебаний 
пластины в пустоте, то движение пластины в потоке принудительно задается по собственной моде,  
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Рис. 2. Геометрическое описание задачи 

и рассчитывается нестационарное обтекание пластины при ее заданных колебаниях. В результате 
решения вычисляется работа, совершенная силами давления на одном периоде колебаний. Кри-
терием флаттера является положительность этой работы. 

2. МЕТОД РАСЧЕТА ОДНОМОДОВОГО ФЛАТТЕРА 

2.1. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД 

Уравнение движения пластины [15] имеет вид: 

4 4 4 2

4 2 2 4 2
2 0,

w w w w
D h p

x x z z t

    
           

                                           (1) 

где w — прогиб пластины; 
 

3

212 1

Eh
D 


 — цилиндрическая жесткость; E — модуль Юнга; 

 — коэффициент Пуассона;  — плотность материала; h — толщина пластины; p — давление, 
действующее на поверхность пластины. Умножив обе части уравнения (1) на w t   и взяв двой-

ной интеграл по области, ограниченной контуром пластинки, получим уравнение изменения 
энергии пластины: 

   ,E t
N t

dt


                                                                   (2) 

где  E t  — полная энергия пластины 

 
2 2 2 22 2 2

2 2

1
2 ;

2
S

w w w w
E t D h ds

x z tx z

                                           
                              (3) 

 N t  — мощность сил давления 

     , , , , , ;
S

N t x y z t x z t ds p v                                                     (4) 

S — поверхность пластины, ;p p n  n — нормаль к поверхности пластины, v — скорость дви-

жения точек пластины. 
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Тогда, учитывая уравнение (2) и выражения (3), (4), изменение энергии за период колебания 
определяется так: 

       
0 0

0 , , , , , ,
T T

S

E E T E U Ndt x y z t x z t dsdt       p v                              (5) 

где T — период колебаний. 
Поскольку рассчитывается одномодовый флаттер, то собственные формы и частоты ко-

лебаний пластины в потоке и в пустоте совпадают и вычисляются стандартными методами. 
Работа U сил давления (5) на цикле колебаний вычисляется следующим образом. Рассматри-
вается модель течения газа над пластиной. Колебания пластины задаются в виде перемещения 
соответствующей поверхности расчетной области (сопровождающегося деформацией расчетной 
сетки) по собственным модам в пустоте: 

     , , , sin ,w x z t W x z t                                                         (6) 

где  ,W x z  — собственная форма;  — собственная круговая частота. 

Колебание пластины приводит к возмущению давления газа. Если спустя некоторое время 
после начала колебаний отклик потока на гармоническое движение пластины стал гармониче-
ским, то расчет останавливается и вычисляется работа U, совершенная давлением газа на по-
следнем периоде колебаний. Расчеты обтекания колеблющейся пластины проведены методом 
контрольных объемов в ANSYS CFX. Вычисление работы (5) по результатам расчета осуществ-
ляется с помощью специальной программы [12, 13]. 

2.2. КРИТЕРИЙ ФЛАТТЕРА 

Покажем, что знак работы U есть критерий флаттера. Движение свободной пластины в по-
токе газа  в линейном приближении имеет вид: 

     , , , sin ,tw x z t W x z t e                                                      (7) 

где  — инкремент колебания.   
Подставив (7) в (5) с учетом (3), получим зависимость  от U:  

2
2 21

.
2

T

S

e
U h W ds

 
                                                             (8) 

Таким образом,  > 0 при U > 0 и  < 0 при U < 0. Следовательно, знак U есть критерий воз-
никновения флаттера.  

Если работа U положительна, то поток энергии направлен от газа к пластине, и колебания 
пластины будут усиливаться. В противном случае поток энергии будет направлен от пластины 
к газу. Колебания пластины при этом будут затухать. 

В предположении, что 1,T =  раскладывая экспоненту в (8) по формуле Тейлора и отбра-

сывая высшие члены, получим: 

 
 2 2

.
4 ,S

UT
U

h W x z ds
 

  
 

Таким образом, инкремент при малом значении пропорционален работе, совершаемой газом. 
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2.3. АЭРОДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ 

Расчетная область показана на рис. 3. Размер области поперек потока и по высоте выбран 
так, чтобы возмущения потока после отражения от стенок не попадали на пластину, в результате 
чего обтекание пластины соответствует безграничному потоку. 

 

Рис. 3. Расчетная область: 

а — прямоугольная пластина; б — трапециевидная пластина; в — пластина, имеющая форму параллелограмма 

Внутри области методом контрольных объемов решаются уравнения Навье — Стокса. 
На входе задаются скорость, давление и температура газа; последние соответствуют стандартной 
атмосфере на уровне моря. На выходе граничных условий не ставится. На остальных стенках 
расчетной области (включая пластину) задается условие проскальзывания: касательное напряже-
ние и нормальная к поверхности скорость равны нулю. При такой постановке на поверхности 
пластины не образуется пограничный слой и влияние вязкости не проявляется. Начальное усло-
вие — невозмущенное однородное течение во всей области.  

Для построения геометрии и сетки используется программа ANSYS ICEM CFD, а для про-
ведения расчетов — ANSYS CFX. 

3. СОБСТВЕННЫЕ ФОРМЫ И ЧАСТОТЫ ПЛАСТИН 

Рассматриваются стальные пластины с толщиной h = 0.001 м. Свойства материала пластины 

соответствуют стали: 112 10 Па,E    0.3,   37800 кг м .    

3.1. ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ ПЛАСТИНЫ 

Для прямоугольной пластины, шарнирно опертой по всем краям, собственные формы 

 ,W x z  имеют вид: 

 , sin sin ,
n x m z

W x z A
X Z

        
   

  

где 1A =  — амплитуда колебаний; n и m — количество полуволн в направлении потока и попе-

рек его; X и Z — длина и ширина пластины. Собственная частота , соответствующая этой 
форме, дается формулой:  

2 2

.
D n m

h X Z

                 
  

3.2. ПЛАСТИНЫ В ФОРМЕ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА И ТРАПЕЦИИ 

Собственные частоты и формы пластин рассчитываются в ABAQUS методом конечных 
элементов. Геометрия пластин варьируется так, что площадь остается неизменной (рис. 4). Для 
каждой пластины исследованы моды (1,1) и (2,1) (n = 1, m = 1 и n = 2, m = 1, соответственно). 
Рассчитанные собственные формы показаны на рис. 5, 6. 
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Рис. 4. Геометрия пластины: 

а — трапециевидная;  б — в форме параллелограмма 

 

Рис. 5. Собственные формы колебаний трапециевидных пластин: 

а — мода (1,1);  б — мода (2,1) 

 

Рис. 6. Собственные формы колебаний пластин, имеющих форму параллелограмма: 

а — мода (1,1);  б — мода (2,1) 



92 

 
Используя программное обеспечение [12, 13], для собственных форм строятся интерполя-

ционные многочлены Лагранжа. С помощью этих многочленов рассчитанные формы колебания 
передаются в ANSYS CFX. Результаты вычисления соответствующих собственных частот пока-
заны в таблице 1, 2 (приведены физические частоты , связанные с круговыми соотношением 

2  ). 

4. ИССЛЕДОВАНИЕ СХОДИМОСТИ 

Рассматривается одиночная прямоугольная пластина размером 0.2 × 0.54 м. При исследова-
нии сходимости изменяются параметры численного моделирования обтекания колеблющейся 
пластины потоком газа.  

Сначала исследована зависимость работы давления от периода, на котором она рассчитана 
(рис. 7). При расчете используется сетка, состоящая из 81 (число узлов вдоль оси x) × 125 (число 
узлов вдоль оси y) × 76 (число узлов вдоль оси z) узлов. Число узлов вдоль x равно a + b + c, 
где a — число узлов до пластины, b — число узлов на пластине, c — число узлов после пластины 
(рис. 8). Как видно на рис. 7, изменение работы становится пренебрежимо малым, начиная с 3-го 
периода, т. е. отклик потока на гармоническое движение пластины становится также гармониче-
ским. Поэтому в дальнейшем рассматривается работа только на третьем периоде.  

Затем исследована сходимость при изменении количества элементов сетки, числа шагов 
на периоде колебания пластины и невязки решения пространственной задачи на каждом времен-
ном шаге. Распределение параметров численного моделирования по расчетным случаям показано 
в табл. 3. Случаи 1 — 3 отличаются расчетной сеткой; случай 4 отличается от случаев 1 — 3 
 

Т а б л и ц а  3 

Расчетные случаи 

Расчетный 
случай 

Сетка (узлы) 

Шагов 
на периоде 

Невязка 
Разбиение по x 

Разбиение 
по y 

Разбиение 
по z a (до 

пластины) 
b (на 

пластине) 
с (после 
пластины) 

1 15 41 15 249 76 100 1e-4 

2 15 51 15 125 76 100 1e-4 

3 15 71 15 125 76 100 1e-4 

4 40 91 40 125 76 100 1.5e-4 

5 15 51 15 125 76 200 1e-4 

6 15 51 15 125 76 100 5e-4 

Т а б л и ц а  2 

Физические собственные частоты пластин в форме 
параллелограмма 

 
 с–1 

Мода (1,1) Мода (2,1) 

80 70.3 259.3 

70 75.9 283.4 

60 87.1 332.5 

55 96 369.5 

50 108.2 425.1 

Т а б л и ц а  1 

Физические собственные частоты трапециевидных 
пластин 


 с–1

Мода (1,1)  Мода (2,1) 

85  68.6  251.8 

80  68.7  251.7 

75  68.7  251.4 

70  68.9  251.2 

60  69.3  250.7 

50  70.1  251.1 
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Рис. 7. Зависимость работы сил давления от номера периода 

 
как расчетной сеткой, так и невязкой решения крае-
вой задачи; в случае 5 расчеты проведены с умень-
шенным в 2 раза шагом по времени по сравнению 
со случаем 2; в случае 6 при моделировании было 
задано значение невязки решения в 5 раз больше, 
чем в случае 2. На рис. 9 представлен график зависи-
мости работы от числа М для различных расчетных 
случаев. Видно, что границы флаттера отличаются 
слабо. Это доказывает сходимость решения по всем 
параметрам численного моделирования. В дальней-
ших расчетах используется распределение парамет-
ров, соответствующее расчетному случаю 2. 

 
 

 

Рис. 9. Зависимость работы сил давления от числа М для различных расчетных случаев 

 

Рис. 8. Разбиение сетки вдоль оси х 
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5. ВЕРИФИКАЦИЯ 

Рассматриваются бесконечные серии прямоугольных пластин, шарнирно связанных друг 
с другом, передние и задние кромки которых также шарнирно оперты. Результаты расчетов срав-
ниваются с результатами вычислений [14], где рассматривалась та же задача и решалась связан-
ная задача колебаний пластины в потоке идеального совершенного газа (рис. 10). На рисунке 
по вертикальной оси отложено число М, а по горизонтальной оси — безразмерная длина пласти-
ны xL  (длина, отнесенная к толщине). Линиями показаны границы области неустойчивости, рас-

считанные численно методом Бубнова — Галеркина с использованием точной теории потенци-
ального течения газа [14], а квадратами обозначены результаты расчета с помощью 
описываемого в данной работе метода. При 57xL   и при достаточно больших yL  существует 

диапазон чисел М, в котором пластина неустойчива по первой моде. С уменьшением yL  этот 

диапазон сужается. При 425yL   область неустойчивости разделяется на две подобласти. Первая 

из них соответствует одномодовому флаттеру и лежит в области меньших ,xL  вторая подобласть 

соответствует связанному флаттеру.  

 

Рис. 10. Границы флаттера по первой форме 

Сравнение результатов, полученных в данной работе, и результатов вычислений [13] пока-
зывает удовлетворительное их соответствие. Нашему случаю Z = 0.54 м и h = 0.001 м ближе всего 
соответствует безразмерная ширина пластины 500.yL   При 200xL   на результаты расчета 

оказывает влияние область связанного флаттера: предположение о том, что влияние потока на пла-
стину несущественно, становится неверным в этой области, и форма колебания пластины в потоке 
изменяется по сравнению с пустотой. По этой причине при 200xL   наблюдается расхождение 

результатов решения связанной задачи аэроупругости [14] и применяемым здесь методом (рис. 10). 

6. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 

6.1. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА ОДИНОЧНЫХ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН 

Сначала рассмотрены одиночные прямоугольные пластины размером 0.2  0.54 м. Иссле-
дуются моды (1,1) и (2,1). Результаты расчета для моды (1,1) сравниваются с результатами для 
соответствующей серии пластин. На рис. 11, а показан график зависимости работы сил давле-
ния от числа М для моды (1,1). Флаттер возникает при 1.10 M 1.32,   а при М < 1.10 и M > 1.32 
пластина устойчива по отношению к этой форме колебания. Для моды (2,1) диапазон чисел М, 
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при которых возникает флаттер, шире, чем для моды (1,1). Как видно на рис. 11, б, флаттер воз-
никает при 1.13 M 1.48,   а при М < 1.13 и М > 1.48 наблюдается устойчивость по этой форме. 

Как показывает сравнение результатов расчетов для одиночной прямоугольной пластины и 
соответствующей серии пластин (рис. 12), флаттер для серии пластин возникает в более узком 
диапазоне чисел М, чем для одиночной пластины. 

 

Рис. 11. Зависимость работы от числа М (одиночная прямоугольная пластина): 

а — мода (1,1);  б — мода (2,1) 

 

Рис. 12. Сравнение одиночной пластины и серии пластин (мода (1,1)) 
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6.2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ ТРАПЕЦИЕВИДНЫХ ПЛАСТИН 

Далее изучены одиночные пластины, имеющие форму равнобедренной трапеции при раз-
ных значениях угла  (см. рис. 4, а), площадь пластин при этом остается неизменной. Исследуется 
зависимость работы сил давления от числа М для моды (1,1) и (2,1). Сравниваются результаты 
расчетов для трапециевидных и прямоугольных пластин.  

Результаты расчетов (рис. 13, а) для моды (1,1) показывают, что для пластин с углами 
 = 85, 80, 75, 70, 60°флаттер наблюдается при 1.1 M 1.32,   а с  = 50° — при 1.1 M 1.31.   

Таким образом, при изменении угла  границы флаттера для моды (1,1) изменяются незначи-
тельно. 

Аналогичная ситуация наблюдается для моды (2,1). Как видно на рис. 13, б, для пластин 
с углом  = 80° флаттер возникает при 1.13 M 1.48;   с  = 70° — при 1.14 M 1.46;   

с  = 60° — при 1.13 M 1.45;   а для пластин с  = 50° — при 1.13 M 1.46.   

Сравнение результатов расчетов (рис. 13, а, б) для пластин в форме трапеции и прямо-
угольника показывает, что границы флаттера трапециевидных пластин при различных значениях 
угла  близки к границам флаттера прямоугольных пластин. Также незначительно меняется 
работа, а значит, и инкременты колебаний. Таким образом, можно заключить, что придание 
панелям обшивки летательного аппарата формы трапеции не является эффективным средством 
борьбы с одномодовым флаттером. 

 

Рис. 13. Зависимость работы сил давления от числа М (сравнение результатов 
 расчетов прямоугольных и трапециевидных пластин): 

а — мода (1,1);  б — мода (2,1) 
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6.3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ ПЛАСТИН В ФОРМЕ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА 

Рассматриваются пластины в форме параллелограмма при разных значениях угла  
(см. рис. 4, б). Для каждой пластины исследуются моды (1,1) и (2,1). Как и для трапеций, сравни-
вались результаты для пластин в форме параллелограмма и прямоугольника. Расчеты для 
моды (1,1) показывают (рис. 14, а), что флаттер возникает только для пластин с углом  = 80° 
при 1.12 M 1.32.   При M 1.12  и M 1.32  для пластины с  = 80° и при M 1.5  для пластин 

с  = 50, 55, 60, 70° вычисленная работа отрицательна, т. е. имеется устойчивость по этой форме. 
Результаты для разных значений углов  при этом существенно отличаются друг от друга. 

Как видно на рис. 14, б, при расчете моды (2,1) флаттер наблюдается для пластины с  = 55° 
при 1.53 M 1.65;   с  = 60° при 1.4 M 1.64;   с  = 70° при 1.22 M 1.56;  с  = 80° при 

1.15 M 1.5.   При уменьшении угла  происходит сдвиг границ флаттера в сторону больших М 
и уменьшение длины диапазона чисел М, где возникает флаттер. 

Таким образом, при уменьшении значения угла  увеличивается различие между границами 
флаттера пластин в форме параллелограмма и прямоугольных пластин. Как показывает сравне-
ние соответствующих результатов расчетов (рис. 14, а, б), придание панелям обшивки лета-
тельного аппарата формы параллелограмма даже с незначительным углом скоса существенно 
повышает их аэроупругую устойчивость при трансзвуковых и малых сверхзвуковых скоростях 
потока.  

 

Рис. 14. Зависимость работы сил давления от числа М (пластина в форме парал- 
лелограмма): 

а — мода (1,1);  б — мода (2,1) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

С помощью энергетического метода исследована устойчивость пластин, имеющих в плане 
форму прямоугольника, трапеции и параллелограмма, в трансзвуковом потоке газа, где возможно 
возникновение одномодового флаттера.  

Сравнение расчетов для бесконечных серий прямоугольных пластин с результатами работы 
[14], где решалась связанная задача аэроупругих колебаний пластины, позволяет верифицировать 
описанный метод и его применимость к пластинам сложной формы.  

Сравнение результатов расчетов для пластин в форме трапеции и параллелограмма и для 
прямоугольных пластин показало, что границы флаттера трапециевидных пластин близки к гра-
ницам флаттера прямоугольных пластин и что границы флаттера пластин в форме параллело-
грамма при уменьшении острого угла начинают резко отличаться от границ флаттера прямо-
угольных пластин. 

Полученные результаты показывают, что придание панелям обшивок летательного аппара-
та формы параллелограмма может быть эффективным методом подавления одномодового флат-
тера при трансзвуковых и малых сверхзвуковых скоростях полета. 

Работа поддержана грантом Президента РФ МД-4544.2015.1 
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