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Устойчивость упругой трубки,
содержащей текущую неньютоновскую жидкость

и имеющей локально ослабленный участок1
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Поступило 15 сентября 2017 г.

Работа посвящена исследованию устойчивости течения неньютоновской степенной жидкости в
упругой трубке. Интегрированием уравнений движения по сечению получено одномерное уравне-
ние, описывающее длинноволновые низкочастотные движения системы и учитывающее реологию
текущей жидкости. В первой части работы найдены критерий устойчивости безграничной одно-
родной трубки и критерий абсолютной неустойчивости. Показано, что неустойчивость, при кото-
рой сохраняется осесимметричность движения трубки, возможна лишь при показателе степенного
закона n < 0.611, а абсолютная неустойчивость — при n < 1/3; таким образом, потеря устойчиво-
сти линейно-вязких сред с сохранением осесимметричности движения невозможна, что согласует-
ся с известными результатами. Во второй части работы методом ВКБ исследована устойчивость
трубки, жесткость которой медленно меняется в пространстве так, что имеется “ослабленный”
участок конечной длины, в котором система “жидкость–трубка” локально неустойчива. Доказа-
но, что трубка глобально неустойчива, если локальная неустойчивость абсолютная; в противном
случае локальная неустойчивость подавляется окружающими локально устойчивыми участками.
Численным решением задачи на собственные значения показана высокая точность полученного
методом ВКБ результата даже для достаточно быстрого изменения жесткости вдоль оси трубки.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известно, что потеря устойчивости и вибрации стенок сосудов в организме человека
и животных (кровеносных сосудов, желчных протоков, мочеточников и др.) играют важную
роль в биологии. В одних случаях такие вибрации могут вызывать преждевременное старение
стенок сосудов, в других они существенны в регулировании расхода биожидкости и перепада
давления [34, 32]. По этой причине флаттер эластичных трубок, содержащих текущую внутри
жидкость, интенсивно исследуется в течение нескольких десятилетий [31, 15, 17].

Изгибная неустойчивость упругих трубок с протекающей внутри жидкостью теоретически
и экспериментально исследована во многих работах [30, 14]. Такая неустойчивость может воз-
никать в различных промышленных охладителях, включая охладители ядерных реакторов.
Однако нет данных об изгибной неустойчивости в биологических приложениях; по-видимому,
изгибные колебания быстро затухают из-за воздействия тканей, окружающих сосуды. Поэтому
для биомеханики в первую очередь представляют интерес неустойчивые режимы, не сопро-
вождающиеся изгибом оси трубки.
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Рис. 1. Осесимметричное возмущение упругой трубки

В литературе опубликованы многочисленные экспериментальные данные по изучению та-
ких неустойчивостей на установках, выполненных по схеме “резистор Старлинга” [5, 6]. Наблю-
даемые колебания всегда связаны со схлопыванием трубки: трансмуральное давление (разница
внутреннего и внешнего давлений) в неустойчивом состоянии всегда отрицательно по край-
ней мере вдоль части трубки. В начале цикла колебаний, которому соответствуют высокая
скорость потока и отрицательное трансмуральное давление, трубка частично сужается, что
увеличивает ее сопротивление. Это приводит к замедлению потока и увеличению трансму-
рального давления. В свою очередь, это приводит к раздуванию трубки, увеличению расхода
и уменьшению трансмурального давления, что завершает цикл колебаний. Во время каждого
схлопывания трубки она изменят свою геометрическую форму и теряет осесимметричность, а
поток внутри является довольно сложным и, как правило, отрывным.

Простейшими теоретическими моделями, применяемыми для анализа упругих трубок, яв-
ляются одномерные модели, впервые использованные в [20]. Для учета пережатия (схлопыва-
ния) каждую трубку характеризуют связью площади поперечного сечения и трансмурального
давления, известной как закон трубки. Чтобы одномерные модели лучше соответствовали
реальному поведению жидкости в трубках, в них включают потери давления, вызванные ча-
стичным отрывом потока от стенок после области сужения, что, как показано в [19, 18], играет
важную роль. Значительное развитие одномерных моделей, которое приводит к результатам,
качественно согласованным с трехмерным численным моделированием, представлено в [38].
В рамках моделей более высокой размерности проводятся аналитические и численные иссле-
дования движений жидкости и трубки на основе двумерных моделей [26, 25, 23] и численные
исследования, основанные на трехмерных моделях [27, 16]. Однако до сих пор одномерные мо-
дели являются основным инструментом моделирования в гемодинамике [1, 11, 35, 33, 8, 37, 3].

Отметим, что ранее в литературе исследовалось протекание только ньютоновских жидко-
стей в упругих трубках. Известно, однако, что кровь в небольших сосудах [29, 21, 13, 2, 12]
и желчь [10, 22] могут проявлять существенно неньютоновские свойства. Например, в [36]
приведены параметры крови сердечного цикла, которые эквивалентны n = 1/8 в степенном
реологическом законе. В связи с этим возникает вопрос о возможности других видов потери
устойчивости, не имеющих места при течении ньютоновской жидкости в трубке.

С целью исследования влияния реологии в настоящей работе изучается флаттер упру-
гих трубок с протекающей внутри степенной жидкостью, основанный на одномерной модели.
В работе рассматриваются осесимметричные возмущения трубки (рис. 1), т.е. трансмуральное
давление предполагается положительным. Показано, что, хотя такие возмущения в случае
ньютоновской жидкости затухают (что соответствует имеющимся экспериментальным дан-
ным), они могут расти в случае малого значения показателя степенной среды n. Это означает,
что для псевдопластических жидкостей неустойчивость может наблюдаться для положитель-
ных трансмуральных давлений, т.е. без схлопывания трубки во время цикла колебаний. Также
изучен характер неустойчивости (абсолютная/конвективная). Методом ВКБ исследована за-
дача об устойчивости безграничной неоднородной трубки, локально устойчивой везде, кроме
“ослабленного” участка, где имеется локальная неустойчивость. Показано, что для неустой-
чивости трубки в целом локальная неустойчивость в ослабленном участке должна быть абсо-
лютной.
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2. ВЫВОД ПРОСТРАНСТВЕННО ОДНОМЕРНЫХ УРАВНЕНИЙ

2.1. Трехмерные уравнения движения неньютоновской жидкости. Рассматри-
вается цилиндрическая упругая трубка с текущей внутри нее неньютоновской степенной жид-
костью.

Система уравнений движения жидкости имеет вид

div�v = 0,

dvi

dt
= − 1

ρ
∇ip+

1

ρ
∇j τ

ij , i = 1, 2, 3,

где τ ij — тензор вязких напряжений. Реология степенной жидкости описывается соотношением

τ ij = 2μ
(√

2I2(e)
)n−1

eij , I2(e) =
√

eijeij , (2.1)

где eij — тензор скорости деформаций. Это соотношение обобщает простое выражение для
чистого сдвига

τ12 = μ

(
dv1
dx2

)n

.

Для ньютоновской жидкости n = 1. Случай 0 < n < 1 соответствует псевдопластическим
средам, вязкость которых выше при меньшей скорости сдвига, а случай n > 1 соответствует
дилатантной среде, вязкость которой увеличивается с увеличением скорости сдвига (рис. 2, а).

Введем цилиндрическую систему координат, ось z которой совпадает с осью симметрии
трубки, и рассмотрим осесимметричные течения. Тогда система уравнений переписывается в
следующем виде:
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Для стационарного течения внутри жесткой цилиндрической трубки постоянного радиу-
са R0 решением системы (2.2)–(2.4) является пуазейлевский профиль скорости

vr = 0, vz(r) = 2−
1
n

(
k

μ

)1
n n

n+ 1

(
R

n+1
n

0 − r
n+1
n

)
,

∂p

∂z
= −k = const. (2.5)

Профили скорости для различных n представлены на рис. 2, б. Для ньютоновской жидкости
(n = 1) получается стандартный параболический профиль скорости.

2.2. Предположения. Будем считать, что деформирование трубки происходит так, что
каждое поперечное сечение S(z, t) оболочки остается круговым, а точки оболочки перемеща-
ются только радиально (рис. 1). Тогда положение оболочки задается радиусом сечения трубки
R(z, t) в точке z в момент времени t. Взаимодействие между средой и трубкой происходит за
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Рис. 2. Степенной закон (2.1) для чистого сдвига (а). Профиль скорости для течения Пуазей-
ля (б )

счет условия прилипания и равенства нормальных напряжений. Продольными перемещениями
пренебрегаем. Чтобы упростить двумерную систему (2.2)–(2.4) до одномерной системы урав-
нений в терминах радиуса поперечного сечения R и расхода Q, каждое уравнение интегрируем
по сечению, принимая во внимание взаимодействие жидкости с трубой.

Предполагается, что возмущения
1) имеют длину волны, много большую радиуса R;
2) имеют низкую частоту колебаний, так что течение можно считать квазиустановившимся.

При этих условиях относительная скорость V (ξ, z, t) = vz(r, z, t)/vav(z, t) (где ξ = r/R и
vav(z, t) = Q/(πR2) — средняя скорость) не зависит от радиуса поперечного сечения R(z, t)
и локального расхода Q(z, t).

Вычисляя среднюю скорость для профиля (2.5), находим

V (ξ, z, t) =
1 + 3n

1 + n

(
1− ξ

n+1
n

)
.

Следовательно,

vz(r, z, t) =
Q(z, t)

πR2(z, t)

1 + 3n
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(
1−

( r

R

)n+1
n

)
. (2.6)

2.3. Осреднение системы уравнений по сечению. Первое уравнение одномерной
задачи получается интегрированием уравнения неразрывности (2.2) по поперечному сечению:

∂Q

∂z
+ π

∂R2(z, t)

∂t
= 0. (2.7)

Для получения второго одномерного уравнения проинтегрируем уравнение (2.4), которое
примет вид∫
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Далее преобразуем его следующим образом.
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Во-первых, используя уравнение неразрывности ∂vz/∂z = −(1/r)∂(rvr)/∂r и условие при-
липания vz(R, z, t) = 0 на стенках трубки, с помощью интегрирования по частям находим

∫
S(z,t)

vr
∂vz

∂r
dS = 2π

R∫
0
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∂r
dr = −2π
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0
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∂z

)
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∫
S(z,t)

vz
∂vz

∂z
dS.

Используя профиль скорости (2.6), после ряда преобразований получаем∫
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.

Во-вторых, член, содержащий давление, переписываем следующим образом:∫
S(z,t)

1
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,

где
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1
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∫
S(z,t)

p(r, z, t) dS

— среднее давление в поперечном сечении.
Наконец, вязкие члены в правой части преобразуем следующим образом. Два первых члена

имеют вид
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Для следующих преобразований необходимо учесть длинноволновое приближение, т.е. то, что
характерное отношение радиуса к длине R/L является малым параметром ε. Из уравнения
неразрывности следует, что радиальная и продольная скорости оцениваются как vr/vz ∼
∼ R/L ∼ ε. Тогда
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Из выражения для скорости (2.6) находим
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Последний вязкий член

2
n−1
2

ρ

∫
S

∂

∂z

(
2μIn−1

2

∂vz

∂z

)
dS

имеет порядок ε2, и им можно пренебречь.
В итоге проинтегрированное по сечению уравнение (2.4) примет вид

∂Q(z, t)
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(2n + 1)πR(z, t)2

)
+

μ

ρ

2(3n + 1)nQ(z, t)n

nnπn−1R(z, t)3n−1
+

πR(z, t)2

ρ

∂P (z, t)

∂z
= 0. (2.8)

2.4. Модель трубки. Для получения последнего уравнения необходимо связать давле-
ние жидкости и движение стенки трубки. Для простоты будем пренебрегать массой трубки
и ее натяжением и учитывать только силу упругости, возникающую за счет изменения ее
радиуса:

β(R −R0) = P, (2.9)

где

β =
Eh

(1− ν2)R2
0

— радиальная жесткость трубки, R0 — радиус недеформированной трубки, E и ν — модуль
Юнга и коэффициент Пуассона, h — толщина стенки трубки.

2.5. Одномерная система уравнений. Таким образом, замкнутая система уравне-
ний (2.7)–(2.9) для трех неизвестных Q, R, P относительно переменных z, t имеет вид

∂Q

∂z
+

∂(πR2)

∂t
= 0, (2.10)

∂Q

∂t
+

∂

∂z

(
(3n+ 1)Q2

(2n + 1)πR2

)
+

μ

ρ

2(3n + 1)nQn

nnπn−1R3n−1
+

πR2

ρ

∂P

∂z
= 0, (2.11)

β(R −R0) = P. (2.12)

Впервые эта система в несколько других обозначениях была получена в работе [39].

2.6. Сравнение с другими одномерными моделями. Уравнение (2.10) имеет стан-
дартный вид одномерного уравнения неразрывности [15]. Уравнение движения трубки (2.12)
также имеет стандартную форму, но, в отличие от других исследований, здесь не учитывается
“закон трубки” при отрицательных трансмуральных давлениях: он необходим для получения
колебаний, связанных со схлопыванием части трубки, однако целью данной работы является
исследование колебаний при положительных трансмуральных давлениях, не сопровождаю-
щихся схлопыванием.

Уравнение импульсов (2.11) имеет более сложный вид и нуждается в дополнительном ана-
лизе. Как правило [15], одномерное уравнение импульсов записывается в стандартной форме

ρ

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂z

)
= − dp

dz
− F, (2.13)

где v(z, t) и p(z, t) — средние продольная скорость и давление жидкости и F — слагаемое,
учитывающие потери на трение. Умножив уравнение (2.11) на ρ/(πR2), можно его переписать
в аналогичной форме

ρ

(
1

πR2

∂Q

∂t
+

1

πR2

∂

∂z

(
(3n+ 1)Q2

(2n + 1)πR2

))
= −∂P

∂z
− μ

2(3n + 1)nQn

nnπnR3n+1
. (2.14)
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Левая часть уравнения (2.13) записывается в предположении о равномерном распределении
скоростей, т.е. в пренебрежении пуазейлевским распределением скоростей. Это эквивалент-
но случаю n = 0, поскольку в данной ситуации получается однородный профиль скорости
(рис. 2, б ). Для n = 0, вводя среднюю скорость v = Q(z, t)/(πR2) и используя уравнение
неразрывности, левую часть уравнения (2.14) преобразуем к виду

ρ

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂z

)
,

который совпадает с левой частью (2.13). Очевидно, что для n �= 0 левая часть уравнения (2.14)
отражает влияние пуазейлевского распределения скоростей на интегральную конвективную
производную. В аналогичном виде правая часть уравнения импульсов при n �= 0 используется
в [36, 11].

Наконец, рассмотрим слагаемое, учитывающее вязкие потери давления:

μ
2(3n + 1)nQn

nnπnR3n+1
. (2.15)

Для n = 1 оно примет вид

μ
8Q

πR4
, (2.16)

что представляет собой потерю давления в обычном потоке ньютоновской жидкости с пу-
азейлевским распределением скоростей. В этом виде слагаемое F было взято, например, в
работе [20]. Ясно, что при n �= 1 выражение (2.15) представляет собой обобщение члена, отве-
чающего за вязкие потери, на степенные жидкости.

Аналогичная одномерная модель использовалась в [36, 11] для создания модели сети кро-
веносных сосудов. Однако, учитывая профиль скорости (2.5) и получая тот же конвективный
член, что и второе слагаемое в (2.11), авторы данных исследований принимали вязкие потери
давления равными выражению (2.16), т.е. пренебрегали неньютоновской реологией.

2.7. Переход к безразмерным переменным. В качестве размерно независимых ве-
личин выбираются плотность жидкости ρ, радиус трубки R0 и расход Q0 на входе в трубку.
Тогда остальные величины обезразмериваются следующим образом:

R = R0R̃, Q = Q0Q̃, P =
ρ0Q

2
0

R4
0

P̃ , β =
ρ0Q

2
0

R5
0

β̃, z = R0z̃, t =
R3

0

Q0
t̃,

где обозначения с тильдой относятся к безразмерным переменным.
Вязкость жидкости обезразмеривается через число Рейнольдса, которое для степенных

жидкостей в трубках вводится, как в [28]:

Re =
ρ(2R0)

nv2−n
av

8n−1μ
(
3n+1
4n

)n =
ρRn

0v
2−n
av

μ

8nn

(3n+ 1)n
.

Выражая среднюю скорость как vav = Q0/(πR
2
0), получаем

μ =
ρQ2−n

0

R4−3n
0

πn−2

Re

8nn

(3n+ 1)n
.
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В результате система (2.10)–(2.12) принимает следующий безразмерный вид:

∂Q̃

∂z̃
+

∂(πR̃2)

∂t̃
= 0, (2.17)

∂Q̃

∂t̃
+

∂

∂z̃

(
(3n + 1)Q̃2

(2n+ 1)πR̃2

)
+

16Q̃n

πReR̃3n−1
+ πR̃2 ∂P̃

∂z̃
= 0, (2.18)

β̃(R̃− 1) = P̃ . (2.19)

Подставив значение P , выраженное через R, из (2.19) в (2.18) и опустив тильды, окончательно
получим безразмерную систему двух одномерных по пространству уравнений

∂Q

∂z
+

∂(πR2)

∂t
= 0, (2.20)

∂Q

∂t
+

∂

∂z

(
(3n+ 1)Q2

(2n + 1)πR2

)
+

16Qn

πReR3n−1
+ πR2β

∂R

∂z
= 0. (2.21)

3. ЛОКАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ УСТОЙЧИВОСТИ

3.1. Уравнения для возмущений. Пусть имеется стационарное состояние с расходом
Q = 1 и радиусом трубки R = Rs(z). Возмущения стационарного состояния имеют вид

Q = 1 +Q′(z, t), R = Rs(z) +R′(z, t).

Подставим эти выражения в систему (2.20), (2.21) и линеаризуем ее. После ряда алгебраиче-
ских преобразований линеаризованная система уравнений для возмущений принимает вид

∂Q′(z, t)

∂z
+ 2πRs

∂R′(z, t)

∂t
= 0, (3.1)

∂Q′(z, t)

∂t
+

2(3n + 1)

(2n+ 1)πRs(z)2
∂Q′(z, t)

∂z
+

[
16n

πReR3n−1
s (z)

− 4(3n + 1)

(2n + 1)πR3
s (z)

∂Rs(z)

∂z

]
Q′(z, t) +

+

[(
2πβRs(z) +

6(3n + 1)

(2n + 1)πR4
s

)
∂Rs(z)

∂z
+

16(1 − 3n)

πReR3n
s (z)

]
R′(z, t) +

+

[
πβR2

s (z)−
2(3n + 1)

π(2n + 1)R3
s (z)

]
∂R′(z, t)

∂z
= 0. (3.2)

3.2. Дисперсионное уравнение. Сначала изучим локальную устойчивость трубки.
Предположим, что λ � L, где λ — длина волны, т.е. будем рассматривать волны, длина кото-
рых значительно меньше расстояния, на котором радиус трубки существенно изменяется, что
позволяет положить Rs = const. Тогда уравнение (3.2) становится уравнением с постоянными
коэффициентами и допускает решения в виде бегущих волн. С другой стороны, уравнение (3.2)
выведено при условии λ � R, так что оба неравенства

R � λ � L (3.3)

считаются выполненными.
Принимая локальное значение Rs в качестве линейного масштаба R0 и переобезразмеривая

остальные переменные, без ограничения общности будем считать, что Rs ≡ 1, и рассматривать
решения в виде бегущих волн Q′ = Q̂ei(kz−ωt), R′ = R̂ei(kz−ωt). Уравнение (3.1) примет вид

Q̂kei(kz−ωt) + 2π(−ω)R̂ei(kz−ωt) = 0 ⇒ R̂ =
Q̂k

2πω
.
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Уравнение (3.2) преобразуется к виду

−Q̂ωiei(kz−ωt) +
2(3n + 1)

(2n + 1)π
kiQ̂ei(kz−ωt) +

16n

πRe
Q̂ei(kz−ωt) +

16(1 − 3n)

πRe
R̂ei(kz−ωt) +

+

(
πβ − 2(3n + 1)

π(2n+ 1)

)
R̂kiei(kz−ωt) = 0.

Подставляя сюда выражение для R̂ и деля на Q̂ei(kz−ωt), получаем дисперсионное соотношение

ω2 +

(
16n

πRe
i− 2(3n + 1)k

π(2n + 1)

)
ω +

8(1− 3n)k

π2Re
i− k2β

2
+

k2(3n+ 1)

π2(2n + 1)
= 0. (3.4)

Так как это квадратное уравнение относительно ω, его дискриминант задается формулой

D = − (16n)2

π2Re2
+ 2k2β − 32(n + 1)k

π2Re(2n + 1)
i+

4(3n + 1)nk2

(2n + 1)2π2
(3.5)

и корни находятся в виде

ω1,2(k) =
2

2 +mk2

[
(3n+ 1)k

(2n + 1)π
− 8n

πRe
i± 1

2

√
D

]
. (3.6)

Из (3.6) видно, что одна ветвь ω всегда имеет отрицательную мнимую часть. Таким обра-
зом, одна из волн для каждого k всегда затухает и только одна может расти и приводить к
неустойчивости.

3.3. Критерий устойчивости. Волна является растущей, если Imω(k) > 0. Выраже-
ние для Imω(k) находится из (3.6), где корень вычисляется явно с использованием формулы√
a+ ib = α+ iγ, где

γ = ± b
√
2
√

a+
√
a2 + b2

.

Вычисления дают

Imω = − 8n

πRe
± 16k(n + 1)√

2π2Re(2n+ 1)

[
2k2

(
β +

2(3n + 1)n

(2n+ 1)2π2

)
− (16n)2

π2Re2
+

{
322k2(n+ 1)2

π4Re2(2n+ 1)2
+

+ 4k4
(
β +

2(3n + 1)n

(2n + 1)2π2

)2

− 4k2
(
β +

2(3n + 1)n

(2n+ 1)2π2

)
(16n)2

π2Re2
+

(16n)4

π4Re4

}1
2

]− 1
2

. (3.7)

Исключая квадратные корни возведением в квадрат, мы сводим неравенство Imω > 0 к

8(n + 1)2

π2(2n + 1)2n2

(
−(6n3 − n2 − 1)

2n2π2(2n + 1)
− β

)
k4 > 0.

Отсюда видно, во-первых, что изменение знака Imω(k) невозможно при ненулевом k, так что
все волны либо затухают, либо растут. Во-вторых, критерий неустойчивости Imω > 0 сводится
к следующему неравенству:

β < βfl(n) =
−(6n3 − n2 − 1)

2n2π2(2n + 1)
. (3.8)

Поскольку β > 0, неустойчивость может возникнуть только в том случае, когда правая часть
положительна. Это имеет место при

n < 0.611.

Область неустойчивости β < βfl(n) показана на рис. 3.
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Рис. 3. Область неустойчивости

Заметим, что критерий неустойчивости не зависит от числа Рейнольдса Re, которое опре-
деляет скорости роста волн, но не их знак. Также видно, что осесимметричная неустойчивость
возможна только для псевдопластических жидкостей; в частности, режимы неустойчивости
течений ньютоновских жидкостей в упругих трубах могут быть только неосесимметричными,
что подтверждается всеми известными экспериментальными данными.

3.4. Абсолютная и конвективная неустойчивость. Даже если трубка с протекаю-
щей внутри псевдопластической жидкостью неустойчива, эта неустойчивость может не на-
блюдаться в реальности в случае, когда неустойчивость конвективна. В этом случае локали-
зованные возмущения растут, но одновременно сносятся потоком вниз по течению и могут
покидать заданную область, имея небольшую амплитуду. Если же неустойчивость абсолютна,
локализованные возмущения растут так, что занятая ими область расширяется как вниз, так
и вверх по течению. Критерий абсолютной неустойчивости приведен в [7, 4] и состоит из двух
условий:

1) существует седловая точка ωs функции ω(k) в верхней полуплоскости комплексной
плоскости ω, т.е. dω/dk = 0 при ω = ωs, Imωs > 0;

2) в этой седловой точке обратная функция k(ω) имеет точку ветвления. Сливающиеся в
ней ветви k1(ωs) = k2(ωs) должны соответствовать волнам, бегущим в противоположные
стороны, т.е. Im k1(ω) → +∞, Im k2(ω) → −∞ при Imω → +∞ или наоборот.

Для корректности задачи о поведении локализованных возмущений необходимо, чтобы
короткие волны затухали, т.е. Imω(k) < 0 при k → ±∞ вдоль вещественной оси k. Можно
показать, что добиться выполнения этого условия можно путем учета слабой инерции трубки.
Будем считать, что масса трубки мала, поэтому соответствующие члены необходимы только
для стабилизации коротких волн, а в анализе точки ветвления ими можно пренебречь.

Для получения критерия абсолютной неустойчивости удобно переписать левую часть дис-
персионного соотношения (3.4) как многочлен от k:

(
3n + 1

π2(2n + 1)
− β

2

)
k2 +

(
8(1− 3n)

π2Re
i− 2(3n + 1)

π(2n + 1)
ω

)
k +

(
ω2 +

16n

πRe
iω

)
= 0. (3.9)

Это квадратное уравнение для k(ω), и, следовательно, существуют две пространственные вет-
ви. Точки ветвления ωs функции k(ω) находятся из условия равенства дискриминанта нулю.
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Рис. 4. Области абсолютной (AI) и конвективной (CI) неустойчивости

Простыми преобразованиями снова получаем квадратное уравнение для ωs:

Dk = 4

(
(3n+ 1)2

π2(2n + 1)2
− 3n+ 1

π2(2n+ 1)
+

β

2

)
ω2 −

− 4

(
8(3n + 1)(1 − 3n)

π3Re(2n+ 1)
+

(
3n+ 1

π2(2n + 1)
− β

2

)
16n

πRe

)
iω − 82(1− 3n)2

π4Re2
= 0. (3.10)

С помощью уравнения (3.10) легко показать, что условие Imωs > 0 выполняется тогда и только
тогда, когда выражение в скобках при втором слагаемом положительно, т.е.

(3n + 1)(1− 3n)

2n(2n+ 1)
+

3n+ 1

2n+ 1
− π2β

2
> 0.

Последнее неравенство может быть записано в виде

β < βabs =
(3n + 1)(1 − n)

π2n(2n+ 1)
. (3.11)

Условие (3.11) показывает, что седловая точка ωs функции ω(k) с Imωs > 0 существует
только для достаточно мягких трубок.

Далее рассмотрим второе условие абсолютной неустойчивости, а именно направление рас-
пространения волн. Решения k(ω) дисперсионного уравнения (3.9) при |ω| → ∞ имеют вид

k1,2 =

(
3n+ 1

π2(2n + 1)
− β

2

)−1
(

3n+ 1

π(2n+ 1)
±

√(
3n+ 1

π(2n + 1)

)2

−
(

3n+ 1

π2(2n + 1)
− β

2

))
ω.

Легко видеть, что пространственные волны движутся в противоположных направлениях, если

3n+ 1

π2(2n+ 1)
− β

2
< 0 ⇒ β > βdiv =

2(3n + 1)

π2(2n + 1)
. (3.12)

В результате критерий абсолютной неустойчивости записывается следующим образом:

βdiv(n) < β < βabs(n). (3.13)

Это условие может быть выполнено только при n < 1/3, так как три кривые βdiv(n), βabs(n),
βfl(n) пересекаются в точке n = 1/3. Область абсолютной неустойчивости показана на рис. 4.
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Заметим, что области конвективной неустойчивости, окружающие область абсолютной
неустойчивости на рис. 4, различны. Та область, которая находится ниже области абсолютной
неустойчивости, представляет собой множество параметров, для которых обе волны движутся
вниз по течению, так что любое возмущение также перемещается вниз по течению и покидает
конечную область за конечное время. Седловая точка функции ω(k), хотя и существует, не
имеет отношения к асимптотике локализованных возмущений трубки. Область конвективной
неустойчивости, лежащая над областью абсолютной неустойчивости, представляет собой мно-
жество параметров, для которых одна волна бежит вниз по течению, а другая — вверх по
течению. Однако седловая точка функции ω(k) лежит в области Imω < 0. Отметим также,
что первая область {β < βdiv} соответствует очень “слабым” трубкам: в стационарном состоя-
нии такие трубки не сужаются из-за падения давления в течении, а расширяются [39]. Такие
значения параметров далее не рассматриваются.

4. ГЛОБАЛЬНАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ НЕОДНОРОДНОЙ ТРУБКИ,
ИМЕЮЩЕЙ ЛОКАЛЬНО ОСЛАБЛЕННЫЙ УЧАСТОК

4.1. Задача на собственные значения. Рассмотрим теперь неоднородную трубку,
свойства которой меняются в пространстве. Будем исследовать возмущения, гармонически
зависящие от времени: (

Q′(z, t)
R′(z, t)

)
=

(
Q′′(z)
R′′(z)

)
e−iωt.

Тогда из уравнения (3.1) получаем

R′′ = − i

2πRsω

dQ′′

dz
.

Подставляя эти выражения в (3.2) и объединяя слагаемые, получаем уравнение для Q′′(z):

1

2πRs

[
πβR2

s −
2(3n + 1)

(2n+ 1)πR3
s

]
d2Q′′

dz2
+

+

[
1

2πRs

{(
2πβRs +

6(3n + 1)

(2n + 1)πR4
s

)
dRs

dz
+

16(1 − 3n)

πReR3n
s

}
+ iω

2(3n + 1)

(2n + 1)πR2
s

]
dQ′′

dz
+

+

[
ω2 + iω

(
16n

πReR3n−1
s

− 4(3n + 1)

(2n + 1)πR3
s

dRs

dz

)]
Q′′ = 0, (4.1)

где β(z) и Rs(z) — заданные распределения жесткости и радиуса невозмущенного состояния
трубки.

Далее предположим, что трубка в невозмущенном состоянии имеет постоянный радиус
Rs(z) ≡ const = 1. Такая ситуация имеет место, когда падение давления внутри трубки из-за
вязкого трения компенсируется падением внешнего давления (например, трубка моделирует
сосуд, проходящий в организме с непостоянным внешним давлением). При этом будем считать,
что жесткость трубки непостоянна и имеет вид

β(z) =
β0 + β1(εz)

2

1 + (εz)2
. (4.2)

Эта функция задает распределение, стремящееся к β1 при z → ±∞ и имеющее локальный
участок, где жесткость падает до β0 (рис. 5). Будем считать, что β1 > βfl, а βdiv < β0 < βfl,
т.е. вне некоторого интервала трубка локально устойчива, а в нем локально неустойчива. Па-
раметр ε задает ширину “ослабленного” участка; в дальнейшем будем считать, что ε � 1, т.е.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2018, т. 300



54 В.В. ВЕДЕНЕЕВ, А.Б. ПОРОШИНА

0 z

β

β0

β1

βdiv

Рис. 5. Функция β(z) (4.2)

изменение жесткости трубки происходит достаточно медленно. Это позволит ниже применить
для построения собственных функций метод ВКБ.

Таким образом, окончательно уравнение для возмущения расхода Q′′(z) примет вид

β(z) − βdiv

2

d2Q′′

dz2
+B(ω)

dQ′′

dz
+ C(ω)Q′′ = 0, (4.3)

где

B(ω) =
8(1 − 3n)

π2Re
+ iω

2(3n + 1)

(2n + 1)π
, C(ω) = ω2 + iω

16n

πRe
.

Задача заключается в поиске собственных частот ω, которым соответствует собственная
функция, т.е. решение уравнения (4.3), затухающее на бесконечности, Q′′(z) → 0 при z → ±∞.
Если одна из таких частот имеет положительную мнимую часть, Imω > 0, то система глобаль-
но неустойчива. В таком случае локальная неустойчивость, имеющаяся в ослабленном участке,
приводит к неустойчивости трубки в целом. В противном случае, если все собственные функ-
ции затухают, локальная неустойчивость подавляется окружающими локально устойчивыми
участками.

4.2. Приведение к каноническому виду. Медленное изменение жесткости β(z) поз-
воляет применить метод ВКБ для построения собственных функций уравнения (4.3). Для
удобства его применения сначала преобразуем это уравнение, избавившись от первой произ-
водной dQ′′/dz. Для этого сделаем подстановку

ϕ(z) = Q′′(z) exp

{∫
B(ω)

β(z)− βdiv
dz

}
=

= Q′′(z) exp

{
B(ω)

β1 − βdiv

(
z +

(1− a)

ε
√

(a− d)(1 − d)
arctg

(
1− d√

(a− d)(1− d)
εz

))}
, (4.4)

где для удобства введены обозначения

d =
βdiv

β1
< a =

β0
β1

< 1.

Тогда функция ϕ(z) удовлетворяет уравнению

d2ϕ

dz2
+ p(z, ω)ϕ = 0, (4.5)
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где

p(z, ω) =
C(1 + (εz)2)

(
(β0 − βdiv) + (β1 − βdiv)(εz)

2
)
−B2(1 + (εz)2)2 + 2B(β1 − β0)ε

2z(
(β0 − βdiv) + (β1 − βdiv)(εz)2

)2 .

Заметим, что последнее слагаемое в числителе имеет меньший порядок, чем остальные, по-
этому им можно пренебречь. Для упрощения дальнейших выкладок введем обозначения

b(ω) =
B(ω)

β0 − βdiv
, c(ω) =

C(ω)

β0 − βdiv
, κ =

β1 − βdiv

β0 − βdiv
> 1.

Тогда выражение для p(z, ω) примет вид

p(z, ω) =
c(1 + (εz)2)(1 + κ(εz)2)− b2(1 + (εz)2)2

(1 + κ(εz)2)2
.

Асимптотические при ε → 0 решения уравнения (4.5) имеют ВКБ-структуру

ϕ = A(z) exp

{
±i

∫ √
p(z) dz

}
.

Каждое решение (определяемое выбором знака в показателе экспоненты) может быть опре-
деленным образом продолжено через линии Стокса, выходящие из точек поворота и разбива-
ющие комплексную плоскость z на секторы. Для существования собственной функции необ-
ходима определенная структура линий Стокса, которая обеспечивала бы гладкий переход от
затухания при z → −∞ к затуханию при z → +∞. Перед изучением непосредственно линий
Стокса рассмотрим возможное положение точек поворота и полюсов функции p(z).

4.3. Точки поворота и точки ветвления. Точки, в окрестности которых ВКБ-разло-
жение неприменимо, — это нули и полюсы функции p(z). Первые являются точками поворота,
в окрестности которых решение имеет вид функции Эйри, которая определяет возможность
продолжения решений через линии Стокса. Вторые — полюсы функции p(z), как будет пока-
зано далее, являются точками притяжения линий Стокса. Рассмотрим положения этих точек.
Для удобства, пользуясь терминологией ВКБ-теории, введем “медленную переменную” ζ = εz.
Тогда функцию p можно записать в виде

p(ζ, ω) =
c(1 + ζ2)(1 + κζ2)− b2(1 + ζ2)2

(1 + κζ2)2
,

а уравнение (4.5) — в виде

ε2
d2ϕ

dζ2
+ p(ζ, ω)ϕ = 0. (4.6)

4.3.1. Точки поворота. Точки ζ0, являющиеся нулями функции p(ζ), определяются из
уравнения

(cκ − b2)ζ4 +
(
c(κ + 1)− 2b2

)
ζ2 + (c− b2) = 0, (4.7)

т.е.

ζ01,2,3,4 = ±

√
±
√

(c(κ + 1)− 2b2)2 − 4(cκ − b2)(c− b2)− (c(κ + 1)− 2b2)

2(cκ − b2)
.

В окрестности каждой точки поворота уравнение (4.6) имеет вид уравнения Эйри, а его
решения определяют правило продолжения решения через линии Стокса.
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Рис. 6. Асимптотическая (при ε → 0) кривая в комплексной плоскости ω, соответствующая
соединению двух точек поворота общей линией Стокса, при котором образуется собственная
функция (сплошная линия), а также соответствующая соединению двух точек поворота, не даю-
щему собственную функцию (штриховая линия). Положение собственных частот при конечных ε
показано крестиками. Частота ωs соответствует кратной точке поворота. Максимально растущая
собственная функция отвечает некратной (а) или кратной (б ) точке поворота. Отдельно пока-
зана качественная структура линий Стокса в окрестности точки ωs (в). Воспроизведено из [24]

В работе [24] было показано, что при наличии двух точек поворота и отсутствии полюсов
функции p(z) имеется счетный набор собственных частот, каждая из которых соответствует
структуре линий Стокса, при которой точки поворота определенным образом соединяются
общей линией Стокса (рис. 6). Предельным случаем такой конфигурации является кратная
точка поворота. Соответствующая этому случаю частота ωs является концом кривой в ком-
плексной плоскости ω, в окрестности которой лежат собственные частоты (рис. 6). Эта ча-
стота ωs при некоторых дополнительных условиях соответствует наиболее быстро растущей
моде, т.е. является наиболее высокой точкой на кривой (рис. 6, б ), однако в общем случае она
может и не быть точкой максимума Imω (рис. 6, а); более того, возможно, что Imωs < 0,
но часть кривой лежит в верхней полуплоскости и система неустойчива. В настоящей работе
будет исследовано только условие Imωs > 0 и будет построена соответствующая собствен-
ная функция; будет показано, что это условие совпадает с необходимым условием глобальной
неустойчивости. В результате будет получено необходимое и достаточное условие глобальной
неустойчивости, однако неизвестно, является ли продемонстрированная собственная функция
наиболее быстро растущей.

Таким образом, далее будем рассматривать ситуацию слияния двух точек поворота. Выяс-
ним, какие частоты приводят к кратным точкам поворота.

1. Внутренний корень обращается в нуль:(
c(κ + 1)− 2b2

)2 − 4(cκ − b2)(c− b2) = c2(κ − 1)2 = 0.

Отсюда следует, что c(ω) = 0, а значит, либо ω = 0, либо ω = −16in/(πRe). Таким образом,
такая конфигурация точек поворота не может дать растущей собственной функции.

2. Внешний корень обращается в нуль: cκ = b2 или c = b2. Первый случай вырожден-
ный: старший коэффициент уравнения (4.7) равен нулю, т.е. две точки поворота уходят в
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бесконечность. Этот случай здесь не рассматривается, как не имеющий общего характера.
Второй случай соответствует слиянию двух точек поворота при ζ = 0, причем две другие
точки располагаются в ζ = ±i:

ζ01,2 = 0, ζ03,4 = ±i.

Выясним, каким частотам ω = ωs соответствует эта конфигурация. Записывая уравнение
c(ω) = b2(ω), приходим к квадратному уравнению для частоты(

β0 − βdiv +
4(3n + 1)2

π2(2n+ 1)2

)
ω2 + iω

(
16n

πRe
(β0 − βdiv)−

32(1 − 9n2)

π3(2n+ 1)Re

)
− 64(1 − 3n)2

π4Re2
= 0. (4.8)

Поскольку старший коэффициент положительный, средний чисто мнимый, а младший от-
рицательный, положительность Imωs соответствует отрицательной мнимой части среднего
коэффициента:

16n

πRe
(β0 − βdiv)−

32(1− 9n2)

π3(2n + 1)Re
< 0.

Выражая явно β, получаем, что слияние двух точек поворота при ζ = 0 происходит при
Imωs > 0, если

β0 < βabs,

т.е. если неустойчивость в самом слабом месте трубы абсолютная.
Отметим, что решения ωs уравнения (4.8) имеют ненулевую вещественную часть, т.е. рас-

тущая мода имеет колебательный во времени характер.
4.3.2. Полюсы функции p(ζ). Полюсы функции p(ζ), очевидно, даются формулой

ζp
± = ± i√

κ

.

Рассмотрим уравнение (4.6) в окрестности любой из этих точек. Пусть ζ = ζp + ξ, |ξ| � |ζp|, —
внутренняя переменная в окрестности точки ζp. Подставляя ее в уравнение и оставляя только
главный член разложения функции p(ζ), получим

p(ξ) =
b2(κ − 1)2

κ
3

1

ξ2
.

Тогда уравнение (4.6) примет вид

d2ϕ

dξ2
+

b2(κ − 1)2

ε2κ3

1

ξ2
ϕ(ξ) = 0. (4.9)

Точное решение этого уравнения есть

ϕ(ξ) = ξα, α =
1± i

√
4λ− 1

2
, λ =

b2(κ − 1)2

ε2κ3
. (4.10)

Поскольку локальное волновое число для задачи (4.9) имеет вид

k1,2(ξ) = ±
√
λ

ξ
, (4.11)

ВКБ-приближение к решению дается формулой

ϕWKB(ξ) = exp

{
i

∫
kj(ξ) dξ

}
= ξ±i

√
λ.
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Видно, что
ϕ(ξ)

ϕWKB(ξ)
= ξ

1
2
+o(1), ε → 0.

Таким образом, относительная погрешность ϕ и ϕWKB стремится к нулю при удалении от
точки ζp.

Рассмотрим расположение линий

Im

∫ (
k1(ξ)− k2(ξ)

)
dξ = const,

представляющих собой линии Стокса, попавшие в окрестность точки ζp. В силу (4.11) указан-
ные линии описываются уравнением

Re
(√

λ ln ξ
)
= Re

√
λ ln|ξ| − Im

√
λ arg ξ = const.

Отсюда видно, что такие линии суть спирали, закручивающиеся вокруг точки ζp. Таким об-
разом, линия Стокса, попавшая в окрестность одной из точек ζp, больше не может из нее
выйти, неограниченно закручиваясь и приближаясь к ζp. В отличие от точек поворота, где
неоднозначность ВКБ-решения устраняется рассмотрением однозначного точного решения в
окрестности точки поворота — функции Эйри, полученная здесь неоднозначность характерна
и для точного решения ϕ(ξ) (4.10) и, таким образом, в принципе неустранима: собственные
функции задачи (4.5) многолистны. Ниже за счет разрезов, выходящих из точек ζp, будет
выбрана однозначная ветвь собственной функции, определенная на всей “физической” веще-
ственной оси z.

4.4. Структура линий Стокса. Расчет положения линий Стокса, задаваемых уравне-
нием

Im

ζ∫
ζ0

(
k1(ζ)− k2(ζ)

)
dζ = 0,

где ζ0 — точка поворота, проводился численно. Поскольку изменение параметров не порож-
дает каких-либо сингулярностей в уравнении (4.5), топология линий Стокса не меняется и
достаточно рассмотреть лишь один набор параметров. Расчеты проводились для

n = 0.2, β0 = 0.347, β1 = 1.115. (4.12)

Данному значению n отвечают βfl = 0.897, βabs = 0.463, так что для значения β0 имеем
абсолютную неустойчивость, а для β1 — устойчивость. Уравнение (4.8) имеет решения, об-
ратно пропорциональные числу Рейнольдса Re, а функция p(ζ) обратно пропорциональна его
квадрату, поэтому в расчетах оно может быть принято любым — это не влияет на структуру
линий Стокса. Для удобства было принято Re = 1. Тогда уравнение (4.8) имеет следующие
корни: ωs ≈ ±0.3378 + 0.155i. Для расчета линий Стокса выбрано значение с положительной
вещественной частью.

Для понимания структуры линий Стокса сначала рассмотрим результаты расчетов для
частоты ω = 0.337 + 0.165i, близкой к ωs, но не равной ей (рис. 7, а). Видно, что имеются
четыре точки поворота ζ0, из которых две (ζ01,2) расположены вблизи ζ = 0, а еще две (ζ03,4) —
вблизи ζ = ±i. Имеются два полюса ζp

± функции p(ζ). Видно, что из трех линий Стокса,
выходящих из каждой точки поворота, две уходят на бесконечность, стремясь асимптотически
к прямым линиям, а одна наматывается в виде спирали на одну из точек ζp

±. При стремлении ω
к ωs точки поворота ζ01,2, близкие к 0, сближаются и при ω = ωs сливаются и дают структуру
линий Стокса, показанную на рис. 7, б.
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Рис. 7. Линии Стокса на комплексной плоскости z при ω, близких к ωs (а) и равных ωs (б )

Поскольку ветвление решения в окрестности точек ζp дает бесконечнолистную функцию,
для построения собственной функции, гладкой вдоль оси z, необходимо провести разрезы,
как показано на рис. 8. Линии Стокса, выходящие из точек поворота ζ03,4 = ±i, в результате
не попадают на вещественную ось: одна удаляется от нее, другая наматывается на одну из
точек ζp и после каждого витка уходит на следующий лист римановой поверхности, третья
пересекает разрез до пересечения вещественной оси и уходит на другой лист. В результате в
окрестности вещественной оси картина выглядит так, как было бы при наличии лишь двух
кратных точек поворота ζ01,2 = 0. Такая конфигурация соответствует существованию собствен-
ной функции, а роль окрестности кратной точки поворота заключается в обеспечении гладкого
“переключения” от затухания при z → −∞ к затуханию при z → +∞.

В результате доказано, что при ω = ωs существует глобальная собственная функция урав-
нения (4.5), т.е. ненулевое решение, затухающее при z → ±∞.
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Рис. 8. Линии Стокса на комплексной плоскости z при ω = ωs и разрезы, выходящие из точек
ζ = ζp. Разрезы показаны штриховой линией; линии Стокса, уходящие на другой лист римановой
поверхности, — пунктирной

4.5. Условие затухания для Q′′(z). Поскольку p(z) → (cκ − b2)/κ2, z → ±∞, затуха-
ние функции ϕ(z) имеет вид

ϕ(z) ∼ exp

{
±
√
b2 − cκ

κ

z

}
.

Однако необходимо еще проверить затухание для исходной неизвестной функции Q′′(z). Поль-
зуясь формулой (4.4), имеем

Q′′(z) ∼ exp

{
−b±

√
b2 − cκ

κ

z

}
.

Для случая, соответствующего кратной точке поворота, имеем c(ω) = b2(ω), так что условие
затухания функции Q′′ переписывается в виде

|Re b| < |Im b|
√
κ − 1. (4.13)

Подставив сюда частоту собственной функции ω = ωs, т.е. решение уравнения (4.8), получим
неравенство

β1 − β0
β0 − βdiv(n)

>
(n+ 1)2

4(3n + 1)2n2

(
β0π

2 − 2(3n+1)
2n+1

)2
(3n−1)2(6n2+3n+1)2

4n4(2n+1)2 −
(
β0π2 + 6n3−n2−1

2(2n+1)n2

)2 .
Это соотношение слишком громоздко для аналитического исследования. Поэтому для ми-
нимального значения β1 = βfl(n) и всего диапазона βdiv(n) < β0 < βabs(n) было численно
проверено, что это неравенство всегда выполнено в диапазоне 0 < n < 1/3, а значит, оно
выполнено и при всех β1 > βfl(n). Таким образом, это неравенство не накладывает дополни-
тельных ограничений на значения параметров и затухание для Q′′(z) имеется всегда, когда
имеется затухание для ϕ(z).
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Таблица 1. Собственные частоты при параметрах (4.12) и различных значениях ε

ε2 ω

1 0.3838 + 0.0930i

0.1 0.3596 + 0.1313i

0.01 0.3454 + 0.1471i

0.001 0.3403 + 0.1528i

Асимптотика 0.3378 + 0.1550i

Итак, при малых ε трубка с текущей жидкостью глобально неустойчива, т.е. существует
растущая собственная функция уравнения (4.3), при выполнении лишь одного условия: ло-
кальная неустойчивость в ослабленном участке абсолютна. Это же условие является необхо-
димым для глобальной неустойчивости [9], поэтому для рассматриваемой задачи оно является
необходимым и достаточным.

Отметим, что существует семейство других собственных функций, в котором две точки
поворота не сливаются, но соединяются общей линией Стокса. В настоящей работе это семей-
ство не исследуется, так как для неустойчивости достаточно существования хотя бы одной
растущей собственной функции.

4.6. Прямое численное решение уравнения для возмущений. Для проверки по-
лученных асимптотических результатов и оценки того, как влияет величина ε на значение
собственной частоты, задача на собственные значения была решена численно для парамет-
ров (4.12) на отрезке ζ ∈ [L, 0]. В расчетах было выбрано L = −5, поскольку значение β(L)
близко к асимптотическому значению β1 и при ζ < L решения (4.6) близки к экспонентам
exp{±i

√
p∞ζ/ε}, где p∞ — предельное значение p(ζ) при ζ → −∞. При ζ = L были заданы

значения

ϕ = 1,
dϕ

dz
=

i
√
p∞
ε

(ветвь корня выбиралась так, что Im
√
p∞ > 0, что обеспечивает затухание решения при

ζ → −∞), и уравнение (4.6) численно интегрировалось до ζ = 0. Для различных значений ε в

ζ ζ
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Рис. 9. Собственные функции ϕ(ζ) уравнения (4.6) при параметрах (4.12) и ε2 = 1 (сплош-
ная кривая), ε2 = 0.1 (штриховая кривая), ε2 = 0.01 (штрихпунктирная кривая), ε2 = 0.001
(пунктирная кривая)
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окрестности ωs искалось такое значение частоты ω, что

dϕ(0)

dζ
= 0.

При этом условии решение симметрично продолжается в область ζ > 0 с непрерывной при
ζ = 0 второй производной, давая четную собственную функцию. В табл. 1 приведены резуль-
таты расчетов, на рис. 9 показаны графики соответствующих собственных функций, норми-
рованных на модуль значения в нуле. Собственные функции, как и должно быть согласно
ВКБ-приближению, представляют собой сконцентрированные вокруг ζ = 0 распределения.
Видно, что при уменьшении ε рассчитанные значения частот стремятся к асимптотическому.
При этом даже для ε = 1 имеет место неустойчивость, а значение частоты весьма близко к
асимптотическому.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследована потеря устойчивости, не связанная с отрывом потока от стенок
трубки и потерей осесимметричности трубки. Для бесконечно длинной однородной трубки
найдены области обыкновенной и абсолютной неустойчивости. Эти области существуют при
показателях степенного закона n < 0.611 и n < 1/3 соответственно; таким образом, только те-
чение псевдопластической жидкости может приводить к неустойчивости, а, например, течение
линейно-вязкой жидкости (n = 1) устойчиво по отношению к рассматриваемым возмущениям.

Для бесконечно длинной неоднородной трубки постоянного радиуса, жесткость которой
медленно меняется в пространстве и у которой есть “ослабленный” участок конечной длины,
где имеется локальная неустойчивость, получено достаточное условие глобальной неустойчи-
вости, совпадающее с известным необходимым условием: трубка в целом неустойчива, если
и только если локальная неустойчивость в наиболее ослабленном участке абсолютная; в про-
тивном случае локальная неустойчивость подавляется окружающими локально устойчивыми
участками.

Построенная растущая собственная функция соответствует кратной точке поворота, она
локализована в наиболее “слабом” участке. Остался открытым вопрос о том, является ли эта
собственная функция наиболее быстро растущей: имеется не изучавшееся здесь семейство
собственных функций, в которых две точки поворота связаны общей линией Стокса. Также
представляет интерес вопрос о том, насколько две точки поворота могут быть “раздвинуты”,
чтобы собственные функции оставались растущими, и как это связано с распределением ло-
кальных свойств устойчивости трубки.
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33. Reymond P., Merenda F., Perren F., Rüfenacht D., Stergiopulos N. Validation of a one-dimensional model of
the systemic arterial tree // Amer. J. Physiol. Heart Circ. Physiol. 2009. V. 297, N 1. P. 208–222.

34. Shapiro A.H. Physiological and medical aspects of flow in collapsible tubes // Proc. 6th Canadian Congress of
Applied Mechanics. Vancouver: Univ. Br. Columbia, 1977. P. 883–906.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2018, т. 300



64 В.В. ВЕДЕНЕЕВ, А.Б. ПОРОШИНА

35. Симаков С.С., Холодов А.С., Евдокимов А.В. Методы расчета глобального кровотока в организме чело-
века с использованием гетерогенных вычислительных моделей // Медицина в зеркале информатики. М.:
Наука, 2008. С. 124–170.

36. Smith N.P., Pullan A.J., Hunter P.J. An anatomically based model of transient coronary blood flow in the
heart // SIAM J. Appl. Math. 2002. V. 62, N 3. P. 990–1018.

37. Vassilevski Yu., Simakov S., Salamatova V., Ivanov Yu., Dobroserdova T. Numerical issues of modelling blood
flow in networks of vessels with pathologies // Russ. J. Numer. Anal. Math. Model. 2011. V. 26, N 6. P. 605–622.

38. Whittaker R.J., Heil M., Jensen O.E., Waters S.L. Predicting the onset of high-frequency self-excited oscillations
in elastic-walled tubes // Proc. R. Soc. London A. 2010. V. 466. P. 3635–3657.

39. Юшутин В.С. Устойчивость деформируемых каналов при течении по ним нелинейно-вязких сред со
степенным законом упрочнения // Вестн. Моск. ун-та. Математика. Механика. 2012. №4. С. 67–70.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2018, т. 300



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


